
楕円曲線上の不変量の計算 I. (CREMONAの解説)

森田 知真

目的: Cremona [C]に従って, 楕円曲線上の不変量の具体的な計算の仕方を紹
介する. 特に, modular form f に付随する楕円曲線 Ef の方程式を具体的に求め
たい.

1. ホモロジーの決定

この章では, modular曲線X のホモロジーH1(X,Q)を求める具体的な計算方
法を紹介する. modular symbolやM -symbolといったものを使うことで, ホモロ
ジーという幾何的対象を純代数的に計算 (処理) できるようになる.

1.1. modular symbol. まずは, いくつかの notationを固定する. H =
{
z =

x + iy ∈ C | y > 0
}
を上半平面とし, それに cuspたちを付け加えたものを

H∗ = H ∪ Q ∪
{
∞
}
とする. また, Γ = PSL2(Z)とし, Gを Γの合同部分群で

[Γ : G] = e < ∞なるものとする. このとき, Gは H∗に自然に作用し, 商空間
XG = G\H∗はコンパクトなリーマン面の構造を持つ.

1.1.1. modular symbolの定義. α, β ∈ H∗をGの作用で同値になる 2点とする, つ
まり, β = M(α) (∃M ∈ G) を満たすものとする. このとき, αと βを結ぶH∗上
の smoothな曲線は商空間XGにおいて, closed pathを定め, H1(XG,Z)の元を定
めることになる. この元をmodular symbolと呼び{

α, β
}
G
あるいは, 単に,

{
α, β

}
と書くことにする. 逆に,任意のH1(XG,Z)の元はmodular symbolから得られる.

三角形による分割 (上半平面において)

M ∈ Γに対して, 拡大された上半平面H∗上のM(0)とM(∞)を結ぶ smooth
な経路を

(M) =
{
M(0),M(∞)

}
とする. また, ⟨M⟩によって
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なる三角形をあらわすものとする. 但し, ここで, S =

(
0 −1
1 0

)
, T =

(
1 1
0 1

)
な

る Γの生成元とする.

Remark 1.1. (M)Gなど, 下付きの indexを用いて, XGへの射影をあらわすもの
とするが, 文脈などから明らかなときは, Gを省略することもある.

1.1.2. modular symbolの基本的な性質. まず, ⟨M⟩Gが三角形をなすことと辺の向
きを考えることで, ふたつの関係式

(M)G + (MTS)G + (M(TS)2)G =0

(M)G + (MS)G =0

が得られる. また, 明らかに, (M ′M)G = (M)G (∀M ′ ∈ G)を満たすので, Γ/Gの
代表元をとれば, XGにおける closed path

(M1)G, . . . , (Me)G (但し, e = [Γ : G])

さえ考えればよいことになる.

1.1.3. modular symbolによるホモロジー. C(G)によって, 上の (M1)G, . . . , (Me)G
を形式的な symbolとして基底と考えたQ上の e次元ベクトル空間とする.

modular symbolによる関係 B(G)によって

(M)G + (MTS)G + (M(TS)2)G

(M)G + (MS)G

の形をした元で生成されるC(G)の部分ベクトル空間とする.

次に, C0(G)をG-cusp [α]G ([α]G = [β]G ⇔ β = M(α), ∃M ∈ G)たちでQ上
張られるベクトル空間とする.

modular symbolによる境界作用素 境界写像 δ : C(G)→ C0(G)を

δ((M)G) = [M(∞)]G − [M(0)]G

によって定義し, Z(G) = Ker (δ)とおく. このとき, modular symbolによって, ホ
モロジーH(G) = Z(G)/B(G)が定義される.

ベッチ・ホモロジーとの対応

Proposition 1.2. modular symbolの元をベッチ・ホモロジーの元と考える対応
によって, 同型H(G) ≃ H1(XG,Q)が得られる.

Remark 1.3. Gが Γの合同部分群のときには, 任意の cusp α, βを結ぶmodular
symbol

{
α, β

}
は, Maninと Drinfeldによって, Q-構造を持つ,つまり, H1(XG,Q)

の元を定めることが知られている. 特に,
{
0,∞

}
∈ H1(XG,Q)となる.
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1.2. M-symbol. 上の命題によって,かなり代数的にホモロジーを計算できるよう
になった. この節では, M -symbol (MはManinにちなむ)と呼ばれるものを導入す
ることで, さらに代数的な計算に帰着できることを見たい. ここでは, G = Γ0(N)
に特化し, H(N) = H(Γ0(N)), X0(N) = XΓ0(N)のように略記することにする.

1.2.1. M-symbolの定義. gcd(c, d,N) = 1を満たすペアーたち (c, d) ∈ Z2に対し
て, 次のように関係∼を定義する

(c1, d1) ∼ (c2, d2)⇐⇒ c1d2 ≡ c2d1 (mod N).

この∼は同値関係をなすことが分かり, この (c, d)が定める同値類を (c : d)と書
き, M -symbolと呼ぶことにする. また, M -symbolの集合は射影直線 P1(N) =

P1(Z/NZ)をなす.

♢ 覚え方 ふたつのペアー (c1, d1)と (c2, d2)が同値というのは, たすき掛けし
て, その差がN で割れるということ.

1.2.2. M-symbolによるホモロジー. 次の命題が示すように,M -symbolとmodular
symbolとの間には, １対１の対応がある.

M -symbol v.s. modular symbol

Proposition 1.4. 次の全単射が存在する

P1(N)←→ [Γ : Γ0(N)]←→
{
(M) : M ∈ [Γ : Γ0(N)]

}
.

なお, これらの対応は具体的に

(c : d)←→M =

(
a b
c d

)
←→ (M) =

{
b/d, a/c

}
によって与えられる. 但し, a, b ∈ Zは ad− bc = 1を満たすものとする. (証明は
[C, Proposition 2.2.1]からの帰結によるもので, 簡単に行うことができる.)

最右辺のmodular symbolとの対応で, M -symbolによって,ベッチ・ホモロジー
が計算できると思われる. 実際に, 以下のように, 対応する計算がある.

M -symbolによる関係

(c : d) + (c+ d : −c) + (d : −c− d)

(c : d) + (−d : c)

M -symbolによる境界作用素

δ : (c : d) 7→ [a/c]− [b/d]

これらを用いることによって, 純代数的にベッチ・ホモロジーを計算できるこ
とを見ることにする.
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Example 1.5. M -symbolを用いることで, レベル 11のmodular曲線X0(11)の
ベッチ・ホモロジーH1(X0(11),Q) ≃ H(11)を具体的に計算する.

I. リストの作成

M -symbolは (c : 1) mod 11と (1 : 0)の 12個のみ ⇝ (c)と (∞)と書く.

II. 関係式を考える ⇝ B(G)

a). (c : d) + (−d : c) = 0より

(0) + (∞) = 0, (1) + (−1) = 0, (2) + (5) = 0,

(−2) + (−5) = 0, (3) + (−4) = 0, (−3) + (4) = 0.

例えば, (2 : 1) + (−1 : 2) = 0だが, たすき掛けの同値関係を見ると, (−1) · 1 ≡
5 · 2 (mod 11)より, (−1 : 2) = (5 : 1)が成立し, (2) + (5) = 0となる.

b). (c : d) + (c+ d : −c) + (d : −c− d) = 0より

(0) + (∞) + (−1) =0, (1) + (−2) + (5) = 0,

(2) + (4) + (−4) =0, (3) + (−5) + (−3) = 0.

例えば, (1 : 1) + (2 : −1) + (1 : −2) = 0だが, たすき掛けの同値関係を見ると,
2 · 1 ≡ (−2) · (−1) (mod 11)や 1 · 1 ≡ 5 · (−2) (mod 11)より, (2 : −1) = (−2 : 1)
や (1 : −2) = (5 : 1)が成立し, (1) + (−2) + (5) = 0となる.

⇓

ここで, A = (2), B = (3), C = (0)とおき, 連立一次方程式を解くと
(0) = C, (∞) = −C, (1) = (−1) = 0,

(2) = (−2) = A, (3) = B, (−3) = A−B,

(4) = B − A, (−4) = −B, (5) = (−5) = −A.

このように, すべてのM -symbolがA, B, Cの線型結合で書ける.

III. 境界作用素を考える ⇝ Z(G)

[a/b] = [0] if b ̸≡ 0 (mod 11), [a/b] = [∞] if b ≡ 0 (mod 11)が成立するので,
ふたつの Γ0(11)-cusp [0]と [∞]が存在することになる. よって

δ((m)) = [1/m]− [0] =0 m ̸≡ 0 (mod 11) のとき

δ((0)) = [∞]− [0] ̸=0

となるので, A,B ∈ Ker (δ)かつC = (0) ̸∈ Ker (δ)が分かる.

⇓

H1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩となることが分かった.
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♣ ホモロジーの計算の仕方 (まとめ)

Example 1.5.の要領 I.⇒ II.⇒ III.で計算を行えばよいが, III.よりも II.を先に
行い, 関係式を用いることで, パラメーターの数を減らし, 計算量を減らすのに成
功している.

2. Hecke作用素の計算とフーリエ係数の決定

この章では, Hecke作用素に関する簡単な事実を復習した後, modular form f
に対して, そのフーリエ係数 ap0を p0が小さい素数のときに, 直接の手計算, もし
くはHeilbronn行列を用いることで求めるのが目的である. なお, 次の章で, この
フーリエ係数 ap0から, 他の大量の素数 pに対するフーリエ係数 apを求める方法
を紹介する.

2.1. Hecke作用素. ここでは, まず, N ∈ Nをひとつ固定し, N を割り切らない
素数 pに対して, Hecke作用素 Tpがどのようにして作用するのかについてまとめ
ておく.

modular symbolへの作用

Tp(
{
α, β

}
)は次の式で与えられる[(

p 0
0 1

)
+

∑
r mod p

(
1 r
0 p

)]{
α, β

}
=

{
pα, pβ

}
+

∑
r mod p

{α + r

p
,
β + r

p

}
.

また, この作用はmodular symbolによって定義されたホモロジーH(N)への自
然な作用を誘導する.

modular formへの作用

以下, Γ0(N)に対する重さ 2の cusp formのみを考えるとし, その全体がなすC

上のベクトル空間を S2(N)と書くことにする. 一般に, 2 × 2行列M =

(
a b
c d

)
(ad− bc > 0)の cusp form f(z) ∈ S2(N)への作用は

(f |M)(z) =
ad− bc

(cz + d)2
f(

az + b

cz + d
)

と定義した. よって, Hecke作用素Tp =
[(

p 0
0 1

)
+
∑

r mod p

(
1 r
0 p

)]
による cusp

form f(z)への作用は

(f | Tp)(z) = pf(pz) +
1

p

p−1∑
r=0

f(
z + r

p
)

で与えられ, S2(N)に作用することになる.
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Hecke作用素の両立性

任意の γ ∈ H1(X0(N),Q)と f ∈ S2(N)に対して, 積分
∫
γ
2πif(z)dzを ⟨γ, f⟩

と書くことにする. このとき, 一般に, ⟨
{
α, β

}
, f | M⟩ = ⟨

{
Mα,Mβ

}
, f⟩が成立

することが分かるので, 特に, Hecke作用素 Tpに対して

⟨
{
α, β

}
, f | Tp⟩ = ⟨

{
Tpα, Tpβ

}
, f⟩

となり, Hecke作用素TpのH(N)とS2(N)への作用が両立していることが分かる.

Fricke involution Wq

Nを割り切る素数 qに対して, H(N)とS2(N)に作用するFricke involution Wq

について, 復習しておく. この作用素は関数等式の計算 に登場するのはもちろ
ん, L-関数の値を近似計算 する際に, 大きな力を発揮する. Hecke作用素 Tpと
Fircke involution WqでQ上生成される代数をHecke代数と呼び, Tと書く. また,
WN = ΠqWqと定義すると, これは, z 7→ −1/Nzに対応するもので, 関数等式の
計算に登場する.

まず, α ∈ Nを qα | N かつ qα+1 ∤ N をなるものとし, x, y, z, w ∈ Zは qαxw −
(N/qα)yz = 1を満たすように選ぶ. このとき, 行列

Wq =

(
qαx y
Nz qαw

)
はH(N)と S2(N)に作用し, W 2

q ∈ Γ0(N)より involutionになる. なお, このWq

は x, y, z, w ∈ Zの取り方に依存しない.

Example 2.1. (Example 1.5.の続き.)

modular曲線X0(11)のホモロジーはH1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与え
られた. このとき, M-symbol A = (2 : 1)上のHecke作用素 Tp (p ̸= 11)と Fricke
involution W11がどのように作用するかを見たい.

I. M -symbolからmodular symbolへの変換

M -symbol A = (2 : 1)からmodular symbolへの変換は Proposition 1.4.の対
応より (行列式が 1となるように第 1行を選ぶ), 例えば

A = (2 : 1)←→M =

(
1 0
2 1

)
←→ (M) =

{
0/1, 1/2

}
で与えられることになる.

II. modular symbol上への作用

ア). まずは, Hecke作用素 Tpによる作用を計算することにする. p = 2のとき
に, 定義に従って, 手計算をすると

T2(A) = T2(
{
0,

1

2

}
) =

{
0, 1

}
+
{
0,

1

4

}
+
{1
2
,
3

4

}
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で与えられる. ここで再び, modular symbolとM -symbolとの対応を考えると最
右辺は (1 : 1) + (4 : 1) + (1 : 2) + (−4 : 1) = 0 + (B −A) + (−A) + (−B) = −2A
となり

T2(A) = −2A
が分かる. Hecke作用素の両立性における式より, S2(11)の rational newform
f(z) =

∑
ane

2πinzは
a2 = −2

を満たすと予想されるが, 実際にそれが正しいということは後に述べることにす
る (つまり, f とAが ⟨A, f⟩ ̸= 0によって, 双対をなす).

イ). 次に, Fricke involution W11による作用を計算することにする. W11とし
て, 例えば

W11 =

(
0 −1
11 0

)
(x = w = 0, y = −1, z = 1を選んだ)

が取れる. M -symbolからmodular symbolに変換すれば, この行列表示を利用で
きるので, ア). と同様にして, W11(A)はmodular symbol

{
0, 1

2

}
を使って

W11(A) =

(
0 −1
11 0

){
0,

1

2

}
=

{
∞,
−2
11

}
となる. ここで, 再び, M -symbolに変換する手順を踏んで計算すると

{
∞, 0

}
+{

0,−1
5

}
+
{
−1

5
, −2
11

}
= (1 : 0) + (−5 : 1) + (11 : 5) = (∞) + (−5) + (0) = −Aと

なり, 結局, Fricke involutionの作用は次の式で与えられることになった

W11(A) = −A.

このことから, L-関数の関数等式の符号が+になることは後で (§5.1), 述べるこ
とにする.

♡ Hecke作用素の計算の仕方

この章の目的は, modular formのフーリエ係数 ap0の p0が小さいときに, 具体
的に求めることであるが, modular symbol上への作用を直接, 手計算すればでき
るものである.

2.2. Heilbronn行列. 上の方法で計算する難点は,せっかく純代数的なM -symbol
を求めたにもかかわらず, TpやWq の作用を見るために, やや幾何的なmodular
symbolとの間を行き来しなければならないことである. ここでは, 計算の速度を
上げるために, M -symbolのみで計算できるHeilbronn行列を簡単に紹介する. 但
し, 行われていることは, 理論的には前節と変わりはない.

前節では, modular symbol上に, どのように Tpが作用するかを見るためには,
p+ 1個の行列 (

p 0
0 1

)
,

(
1 r
0 p

)
(r mod p)
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の作用を計算しておけばよかった. これに対応するM -symbolへの作用が ([C,
Proposition 2.4.1.])にまとめられている. この計算から,各素数 pに対して, M2(Z)
の有限部分集合Rp (Heilbronn行列たち)で, TpのM -symbol上への作用が

Tp((c : d)) =
∑

M∈Rp

(c : d)M

で与えられるものが存在することが分かる. 特筆すべきは, Rpが素数 pにしか依
存しておらず, Rpを前もって計算しておけば, Hecke作用の計算が非常に簡単に
なることである.

Proposition 2.2. p ∤ N を満たす奇素数とする. このとき, Rpは次のいずれかを

満たす行列
(
x −y
y′ x′

)
∈M2(Z) (xx′ + yy′ = p) たちの集合である.

(1) x >| y |> 0, かつ x′ >| y′ |> 0, かつ yy′ > 0; or

(2) y = 0, かつ | y′ |< x′/2; or

(3) y′ = 0, かつ | y |< x/2.

いくつかのHeilbronn行列

R2 =

{(
1 0
0 2

)
,

(
2 0
0 1

)
,

(
2 1
0 1

)
,

(
1 0
1 2

)}

R3 =

{(
1 0
0 3

)
,

(
3 1
0 1

)
,

(
1 0
1 3

)
,

(
3 0
0 1

)
,

(
3 −1
0 1

)
,

(
−1 0
1 −3

)}

R5 =

{(
1 0
0 5

)
,

(
5 2
0 1

)
,

(
2 1
1 3

)
,

(
1 0
3 5

)
,

(
5 1
0 1

)
,

(
1 0
1 5

)
,

(
5 0
0 1

)
,

(
5 −1
0 1

)
,

(
−1 0
1 −5

)
,

(
5 −2
0 1

)
,

(
−2 1
1 −3

)
,

(
1 0
−3 5

)}

Example 2.3. (Example 2.1.の続き)

modular曲線X0(11)のホモロジーはH1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与え
られ, このとき, M -symbol A = (2 : 1)とmodular symbolとを対応させ, T2(A) =
−2Aを示したが, ここでは Heilbronn行列たちR2のデータから, M -symbolだけ
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を使って計算する. T2(A) = (2 : 1)R2は次で与えられる

(2 : 1)

(
1 0
0 2

)
+ (2 : 1)

(
2 0
0 1

)
+ (2 : 1)

(
2 1
0 1

)
+ (2 : 1)

(
1 0
1 2

)
=(2 : 2) + (4 : 1) + (4 : 3) + (3 : 2)

=(1) + (4) + (5) + (−4)
=0 + (B − A) + (−A) + (−B)

=− 2A.

ついでに, T3(A) = (2 : 1)R3も計算してみると

(2 : 1)

(
1 0
0 3

)
+(2 : 1)

(
3 1
0 1

)
+ (2 : 1)

(
1 0
1 3

)
+(2 : 1)

(
3 0
0 1

)
+ (2 : 1)

(
3 −1
0 1

)
+ (2 : 1)

(
−1 0
1 −3

)
=(2 : 3) + (6 : 3) + (3 : 3) + (6 : 1) + (6 : −1) + (−1 : −3)
=(8 : 1) + (2 : 1) + (1 : 1) + (6 : 1) + (5 : 1) + (4 : 1)

=(A−B) + (A) + (0) + (−A) + (−A) + (B − A)

=− A.

♣ Hecke作用素の計算の仕方 (まとめ)

modular formのフーリエ係数 ap0の p0が小さい素数のときに, 具体的に求める
ことを目的にしていた. ここで紹介した方法をまとめると

I. M -symbolとmodular symbolを行き来し, 定義に従って, Hecke作用素を手
計算する. 少し煩わしく, 計算量が増える.

II. Heilbronn行列を使って, M -symbolのみで Hecke作用を計算する. 前もっ
て, Heilbronn行列を知っているとその計算は非常に簡単になる.

3. modular formと楕円曲線

この章では, modular formと楕円曲線に関する簡単な事実を復習しておく. 今
後, 考えるmodular formは重み 2, レベルN の rationalな newformが主である.

3.1. modularな楕円曲線. f を rational newformとしたときに, 周期格子Λf を

Λf =
{
⟨
{
α, β

}
, f⟩ | α, β ∈ H∗, α ≡ β mod Γ0(N)

}
と定義すると, ランクが 2の離散部分群 (⊂ C)になる. このとき

Ef = C/Λf

は楕円曲線になり, f に付随するmodularな楕円曲線と呼ぶ.
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知られている事実

◦ Ef はQ上定義されている.

◦ L(Ef , s) = L(f, s).

◦ Ef の導手はN

3.2. フーリエ係数とHecke作用素. rational newformを f(z) =
∑

n≥1 anq
n (q =

e2πiz)と書いたときに, a1 = 1と正規化されているものとする. このとき, 次が成
立することが知られている.

◦ p ∤ N なる素数 pに対して, f | Tp = apf .

◦ q | N なる素数 qに対して, f | Wq = ϵqf (ϵq = ±1)となり

aq =

{
−ϵq if q2 ∤ N
0 if q2 | N.

なお, 素数の冪が高いときは

apn+1 = apapr − δN(p)papr−1 (r ≥ 1)

のように, 帰納的に係数が決まっていく. 但し, ここで

δN(p) =

{
1 if p ∤ N
0 if p | N.

さらには, nとmが互いに素であるならば, amn = amanなる乗法性を満たす.

4. 実構造H+(N)と S2(N)R

次の章で, 実周期を考えることが重要になる. そのために, この章では, 実構造
H+(N)と S2(N)Rについての簡単な事実をまとめておく.

z ∈ Hに対して, involution ∗を z 7→ z∗ = −zで定義する.

ホモロジー上への作用

このとき, modular symbol上への自然な作用を考えると, H1(X0(N),R)上に
R-linearな involution ∗が誘導される. ここで, ∗に対する固有分解を行うと

H1(X0(N),R) = H+
1 (X0(N),R)⊕H−

1 (X0(N),R)

が得られる. 但し, H±
1 (X0(N),R)はそれぞれ, 固有値±1に対応しているとする.

Remark 4.1. 環A ⊂ Rに対して, H±
1 (X0(N), A) = H±

1 (X0(N),R)∩H1(X0(N),
A)と定義することにする. また, H±(N)で, H±

1 (X0(N),Q)に対応するH(N)の
部分空間を表すものとする.
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modular form上への作用

f ∈ S2(N)に対して, f ∗(z) = f(z∗)と定めると, S2(N)にR-linearな involution
∗が誘導される. S2(N)Rで, ∗による S2(N)の不変部分ベクトル空間をあらわす
ものとする. このとき

(1) f(z) =
∑

anq
n ⇐⇒ f ∗(z) =

∑
anq

n (q = e2πiz)

(2) ⟨γ∗, f ∗⟩ = ⟨γ, f⟩ for all f , γ

などが成立する. 特に, (2)より, f ∈ S2(N)Rに対して, 次が成立する

⟨γ, f⟩ ∈ R ⇐⇒ γ ∈ H+
1 (X0(N),R), ⟨γ, f⟩ ∈ iR ⇐⇒ γ ∈ H−

1 (X0(N),R).

Remark 4.2. 実構造を使うと計算面において, M -symbolの計算を半分にする効
果がある. ∗の上半平面上への作用は z 7→ z∗ = −zで与えられ, 実構造H+(N)を
使うことは幾何的には上半平面を虚軸に関して, ふたつに折りたたんだものを考
えているのと同じである. これにより, M -symbol上には (c : d) = (−c : d)とい
う関係式が得られ, 計算の速度を上げることができる. 詳しくは [C, §2.5].

5. modular formの決定

２章で求めた ap0 (p0: 小さい素数)から, L-関数を経由する手法を用いて, 他の
大量の素数 pに対して, フーリエ係数 apを計算する方法を紹介し, modular form
を決定したい.

5.1. L-関数についての簡単な復習. rational newform f(z) =
∑

n≥1 anq
nに対し

て, L-関数を L(f, s) =
∑∞

n=1
an
ns (ℜ(s) > 2/3) と定義する. このとき, 次のような

表示をもつことがわかる

Euler積表示: L(f, s) =
∏

p∤N(1− app
−s + p1−2s)−1

∏
p|N(1− app

−s)−1

Mellin変換による表示: L(f, s) = (2π)sΓ(s)−1

∫ i∞

0

(−iz)sf(z)dz
z
.

このMellin変換により, L(f, s)は全平面に解析接続される. さらに, 完備 L-関
数をガンマー関数 Γ(s)を用いて

Λ(f, s) = N s/2(2π)−sΓ(s)L(f, s) =

∫ ∞

0

f(iy/
√
N)ys−1dy

と定義すると, sと s− 2に関して, 関数等式が成立する. Fricke involution WN に
対して, f | WN = ϵNf (ϵN = ±1)とすると, WN は z 7→ −1/Nzという変換に対
応していたので, f(−1/(Nz)) = ϵNNz2f(z)となる. 特に, z = iy/

√
N とすると

f(i/y
√
N) = −ϵNy2f(iy/

√
N)となり, よって, 次の関数等式を得ることができる

Λ(f, 2− s) = −ϵNΛ(f, s).
また, この関数等式より, ϵN = +1のとき, L(f, 1) = 0ということが分かる.
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5.2. L-関数の値と周期との関係. rational newform fに対して, fのある周期Ω(f)
を使って得られる比L(f, 1)/Ω(f)の値は, 楕円曲線Ef に対するBSD予想によっ
て予測されている興味深い対象である. なお, Mellin変換による L-関数の表示に
s = 1を代入することで

L(f, 1) = −2πi
∫ i∞

0

f(z)dz = −⟨
{
0,∞

}
, f⟩

のように, すでに, 最右辺は fの (有理な)周期で書けていることに注意する. この
節では, 比 L(f, 1)/Ω(f)とフーリエ係数 apを結びつけるということを考えたい.

5.2.1. 周期とフーリエ係数. p ∤ Nなる素数pに対して, Hecke作用素Tpのmodular
symbol

{
0,∞

}
への作用は, 定義 (2章)より, 次のように計算できる

Tp(
{
0,∞

}
) =

{
0,∞

}
+

p−1∑
k=0

{
k/p,∞

}
= (1 + p)

{
0,∞

}
+

p−1∑
k=0

{
k/p, 0

}
.

よって, 変形すれば

(1 + p− Tp) ·
{
0,∞

}
=

p−1∑
k=0

{
0, k/p

}
が得られ, Tpf = apf に注意して, f による積分を考えると

(♠) (1 + p− ap) · ⟨
{
0,∞

}
, f⟩ =

p−1∑
k=0

⟨
{
0, k/p

}
, f⟩

となり, 周期とフーリエ係数 apを結びつけることができた. さらに, 右辺全体は
実周期を与えるということを示すことができる.

5.2.2. Ω(f)の定義. Ω0(f)によって, f の実周期の中で最小の正のものとする. こ
のとき, f に対応する楕円曲線 Ef の実成分 Ef (R)の連結成分の個数に応じて,
Ω(f)を定義する

Ω(f) =

{
2Ω0(f) Ef (R)の連結成分の個数が２個
Ω0(f) Ef (R)の連結成分の個数が１個.

§6.1.において紹介するが, Ω(f)は f の周期格子をなす基底
{
ω1, ω2

}
の実部のう

ちで, 小さい方の 2倍になることが分かる.

5.2.3. 二つの式の比較. 5.2.1.における周期
∑p−1

k=0⟨
{
0, k/p

}
, f⟩は実周期であり,

また実周期Ω0(f)の最小性より, Ω0(f)の整数倍になっている. このことに注意し
て, 5.2.1.の (♠)と 5.2.2.における定義を比べると, ある整数 n(p, f) (いわば, 回
転数)が存在して

(∗) L(f, 1)

Ω(f)
=

n(p, f)

2(1 + p− ap)

と書ける. 但し, 右辺の分母は, apに対する評価 | ap |< 2
√
pより non-zeroである.

この式 (∗)は非常に重要であり, 今後の計算において活躍する.
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5.2.4. 式 (∗)の重要性について. 式 (∗)は二つの意味において重要である.

ア). ひとつの素数 p0に対して, ap0 と n(p0, f)さえ分かれば, BSD予想で予測
されている値を求めることができる.

イ). ひとつの素数 p0に対して, ap0と n(p0, f)さえ分かれば, 式 (∗)の左辺の L-
関数の値を経由して, 他の素数 pに対して

n(p, f)

2(1 + p− ap)
=

n(p0, f)

2(1 + p− ap0)

が成立するので, n(p, f)さえ計算できれば, フーリエ係数 apを大量に計算するこ
とができる. 実際に, この式を用いることで, ２章で求めた ap0 (p0: 小さい素数)
から, 他の大量の素数 pに対して, フーリエ係数 apを計算し, modular formを決
定する.

5.3. フーリエ係数の計算. 式 (∗)を用いることで, 大量のフーリエ係数の計算を
行いたい. (小さい)素数 p0に対しては, ap0 と n(p0, f)は計算が確定していると
する.

L(f, 1) ̸= 0のとき

このときは, 式 (∗)より, n(p0, f) ̸= 0となるので, 素数 pに対して

ap = 1 + p− n(p, f)(1 + p0 − ap0)

n(p0, f)

が成立する. よって, この式から, フーリエ係数 apを求めることができる. なお,

n(p, f)は, 周期
∑p−1

k=0⟨
{
0, k/p

}
, f⟩が最小の正の実周期 Ω0(f)の何倍になってい

るかをあらわしているので,
∑p−1

k=0

{
0, k/p

}
がH+(N)の生成元の何倍になってい

るかを見れば計算できる (4章を参照).

Example 5.1. (Example 2.3.の続き)

modular曲線X0(11)のホモロジーはH1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与え
られ, このとき, M -symbol A = (2 : 1)に対して, T2(A) = −2A, つまり, a2 = −2
を示した. また, Aに対応するmodular symbolは

{
0, 1/2

}
であった. このことよ

り, A = A∗が分かり, H+(11) ≃ ⟨A⟩となる. よって

(1 + 2− a2)L(f, 1) = ⟨
{
0, 1/2

}
, f⟩ = ⟨A, f⟩ = Ω(f)

が成立することになる (Example 6.1.のType 1になる). これを変形すると

(∗) L(f, 1)

Ω(f)
=

1

5

を得ることができる. 前に述べたように,この式 (∗)の意義について見ていきたい.

ア). もちろん, 周期の計算は必要ではあるが, ひとつのフーリエ係数 a2より,
L(f, 1) ̸= 0が分かった. つまり, Ef (Q)のMordell-Weil rankが 0であることが分
かる.
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イ). 式 (∗)を用いて, 他の大量のフーリエ係数 apを求めたい. 上で述べたこと
より

p−1∑
k=0

{
0, k/p

}
=

n(p, f)

2
A

となる整数 n(p, f)を求めればよい. つまり, H+(11)の生成元Aの何倍になって
いるのか?

♢ 注意 整数 n(p, f)を求める際に, 2倍するべきかどうかをよく検討せよ.

◦ p = 3のとき{
0, 1/3

}
+
{
0, 2/3

}
=

{
0, 1/3

}
+
{
0, 1/2

}
+
{
1/2, 2/3

}
をM -symbolに変換し, Aの何倍で書けるかを見ればよくて

= (3 : 1) + (2 : 1) + (3 : 2) = (3) + (2) + (7) = B + A+ (−B) = A

となるので, a3 = 1 + 3− 5
2
n(3, f) = −1が分かった.

◦ p = 5のとき{
0, 1/5

}
+
{
0, 2/5

}
+
{
0, 3/5

}
+
{
0, 4/5

}
= A

となるので, a5 = 1 + 5− 5
2
n(5, f) = 1が分かる.

◦ p = 7のとき{
0, 1/7

}
+
{
0, 2/7

}
+
{
0, 3/7

}
+
{
0, 4/7

}
+
{
0, 5/7

}
+
{
0, 6/7

}
= 2A

となるので, a7 = 1 + 7− 5
2
n(7, f) = −2が分かる.

他にも, a13 = 4などが分かる. これらをもとに, 節 3.2.に従って, n = 16まで
のフーリエ係数 anを求め, それを書いておく

a1 = 1, a2 = −2, a3 = −1, a4 = 2, a5 = 1, a6 = 2, a7 = −2, a8 = 0,

a9 = −2, a10 = −2, a11 = 1, a12 = −2, a13 = 4, a14 = 4, a15 = −1, a16 = −4.

これだけのフーリエ係数があれば, 周期Λf やEf の方程式を決定するための近似
計算には十分である.

L(f, 1) = 0のとき

例えば, Ef の導手が N = 37のときは, このような状況になる. 式 (∗)より,
n(p0, f) = 0となるので, 上と同様の手段では他の apが求められない. そこで,
ちょっとした細工を行うことで切り抜けたい. α = n/d ∈ Q (gcd(d,N) = 1)に対
して

(1 + p− Tp) ·
{
α,∞

}
=

{
α, pα

}
+

p−1∑
k=0

{
α,

α + k

p

}



楕円曲線上の不変量の計算 I. (CREMONAの解説) 15

を考え, さらに, integralなmodular symbolの和で書くと (つまり, H1(X0(N),Z)
の元) {

0, pα
}
+

p−1∑
k=0

{
0,

α + k

p

}
− (p+ 1)

{
0, α

}
となる. modular form f に関する積分を考えると, 前と同じ議論によって, ある
整数 n(α, p, f)が存在して

(∗)′
ℜ⟨

{
α,∞

}
, f⟩

Ω(f)
=

n(α, p, f)

2(1 + p− ap)

と書ける. この式 (∗)′を用いれば, L(f, 1) ̸= 0のときと同様にして, 他の大量の
フーリエ係数を求めることができる.

♣ 大量のフーリエ係数の計算の仕方 (まとめ)

ここでは, L(f, 1) ̸= 0のときの計算方法についてまとめる. L(f, 1) = 0のとき
も, 上に述べた修正版を使えば, 同様に計算できる.

まず, ２章で計算したフーリエ係数 ap0 (p0: 小さい素数)を用意する.

I. ⟨Ai, f⟩ = Ω(f)となるようなH+(N)を生成するM -symbolたち Aiを計算
する.

II.
∑p0−1

k=0

{
0, k/p0

}
をM -symbolたちAiの和で書き, n(p0, f)を求める.

III. 素数 pに対して, 式 (∗)より変形して得られる

ap = 1 + p− n(p, f)(1 + p0 − ap0)

n(p0, f)

を使って, フーリエ係数 apを求める. 但し, n(p, f)は II.の手順で求めればよい.

6. 周期格子Λf の決定

この章では, 前章までに求めたフーリエ係数を使うことによって, ランク 2の離
散部分群Λf (⊂ C)の計算を行いたい.

6.1. いくつかの準備. γ1, γ2, . . . , γ2g をH1(X0(N),Z)の Z上の基底とし, この基
底を用いて, H(N)をQ上の縦ベクトルのなす空間と同一視し, その双対は横ベ
クトルであらわされるものとする.

(1). 各 rational newform f に対して, Hecke作用素と Fricke involutionに関し
ては同じ固有値を持ち, ∗-作用素による固有値がそれぞれ 1と−1となるもの (横
ベクトル)を次のようにおく

v+, v−.

(2). ∃γ± ∈ H±(N) (縦ベクトル) で, 次を満たすものを固定する

v+ · γ+ = v− · γ− = 1.
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(3). Rの元 x, yを次で定める

x = ⟨γ+, f⟩, y = −i⟨γ−, f⟩.

このとき, 以下の事実が成立する.

Type 1: v+ ≡ v− (mod 2)のとき (実の連結成分が１個)

=⇒ 周期は ω1 = 2x, ω2 = x+ yiとなる.

Type 2: v+ ̸≡ v− (mod 2)のとき (実の連結成分が２個)

=⇒ 周期は ω1 = x, ω2 = yiとなる.

Example 6.1. (Example 5.1.の続き)

M -symbol A = (2 : 1), B = (3 : 1)を用いて, modular曲線X0(11)のホモロ
ジーはH1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与えられていた. ∗のM -symbolへの
作用は明らかに, (c) 7→ (−c)で与えられるので, A∗ = A, B∗ = A− Bが分かる.

よって, AとBに関して, この作用 ∗を行列表示すると
(
1 1
0 −1

)
となるので, 左

固有ベクトル v±は
v+ = (2, 1), v− = (0, 1)

で与えられる. よって, 周期格子Λf はType 1であることが分かった.

6.2. xと yの計算. この節では, xと yを求めるふたつの方法, direct methodと
indirect methodとを紹介し, 周期格子Λf を計算したい.

6.2.1. direct method (L-関数を使わない). ⟨γ, f⟩ = (v+ · γ)x+ (v− · γ)yiが成立す
るので, あるひとつのサイクル γで, v+ · γと v− · γがともに non-zeroなものを選
んで, ⟨γ, f⟩を計算すれば, xと yが求まる.

記号

If (α, β) =

∫ β

α

2πif(z)dz, If (α) = If (α,∞)

ここで, If (α,M(α)) = If (α) − If (M(α))と書け, この積分は基点 αの取り方に
は依存しないことが示せる. この f と経路

{
α,M(α)

}
による周期を Pf (M)と書

くことにする. この周期 Pf (M)の近似計算の方法を紹介するのが, この小節の目
的である. 周期 Pf (M)を近似計算するのに, 次の lemmaは強力である.

Lemma 6.2. f =
∑

ane
2πinz (z = x + iy ∈ H)を重み 2の cusp formとすると,

z0 = x0 + iy0 ∈ Hに対して,次が成立する

If (z0) =

∫ ∞

z0

2πif(z)dz = −
∞∑
n=1

an
n
e2πinx0e−2πny0 .
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証明は単に, 各項ごとの積分を実行することによって得られている. 積分 If (z0)
は, 和が e−2πny0の形で展開されているので, ある程度の数のフーリエ級数 anを求
めて代入すれば, 良い近似が得られる.

Tingleyの方法

上の lemmaにおいて, e−2πny0に注目すれば, y0が大きければ大きいほど, はや
く収束する. 収束をはやめるために, 与えられたM に対してTingleyは (うまい)
基点 αを次のように選んだ

α =
−d+ i

cN
, M(α) =

a+ i

cN
.

但し, ここで, M =

(
a b
cN d

)
∈ Γ0(N)とおいた. 代入すると以下が得られる.

Proposition 6.3. 上の状況において, 次が成立する

Pf (M) =If (
−d+ i

cN
)− If (

a+ i

cN
)

=
∞∑
n=1

an
n
e−2πn/cN(e2πina/cN − e−2πind/cN).

♡ xと yの計算の仕方 (direct method)

あるひとつのサイクル γ =
{
α,M(α)

}
で, v+ · γと v− · γがともに non-zeroな

ものを選んで, Pf (M) = ⟨γ, f⟩を計算すれば

x =
ℜ(Pf (M))

v+ · γ
, y =

Im (Pf (M))

v− · γ

によって, xと yが求まる. この小節では, Pf (M)を e−ny型の収束のはやい級数
で表示する方法を紹介した.

6.2.2. indirect method (L-関数を使う). 比L(f, 1)/Ω(f)の値は, 前章において, 求
めて分かっているので, L(f, 1)の値から, 実周期Ω(f)を求めようというのが, こ
の小節の目的である. また, L(f, 1) = 0となるときや虚周期を求めるためには, 2
次指標 χでひねった L(f ⊗ χ, 1)を使うことになる.

L(f, 1) ̸= 0のとき

rational newform f に対して, L(f, 1) ̸= 0となるときの実周期 Ω(f)を求める
方法を紹介する. なお, L-関数の値自体について言えば, ここで用いられる方法に
よって, ある程度の数のフーリエ係数 anから, 非常に精度の良いL(f, 1)の近似値
を求められることになる.
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rational newform f に対して, ϵN = ±1を Fricke involution WN に関する固有
値とする. このとき, 以下のようにして, L(f, 1)を計算していく

L(f, 1) = −
∫ i∞

0

2πif(z)dz =If (∞, 0)

=If (∞, i/
√
N) + If (i/

√
N, 0)

=If (∞, i/
√
N) + ϵNIf (i/

√
N,∞)

=(ϵN − 1)If (i/
√
N).

ここで, L(f, 1) ̸= 0と仮定していたので, L(f, 1) = −2If (i/
√
N)となる. この値

の精度の良い近似値を求めるのに, lemma 6.2を使う.

Proposition 6.4. f =
∑∞

n=1 ane
2πnz と書き, f | WN = −f を満たすならば,

L(f, 1)は次の表示を持つ

L(f, 1) = 2
∞∑
n=1

an
n
e−2πn/

√
N .

L(f, 1)を定義に従って, 計算しようとするとL(f, 1) =
∑

an/nとなり, 収束が
おそい. 一方で, 上の Propositionにおける表示によると, e−2π/

√
N による級数展

開になっているので, いかに, 収束のはやい表示が得られたかが分かる.

Remark 6.5. 上の変形において, Fricke involutionを巧みに使うことで, If (i/
√
N,

0) の計算を ϵNIf (i/
√
N,∞)の計算に置き換えて, e−2π/

√
N 型の収束のはやい表示

が得られたということを注意しておく (朝倉先生に教わった).

Example 6.6. (Example 6.1.の続き)

modular曲線X0(11)のホモロジーはH1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与え
られており, さらに, Example 5.1.において, A ≃

{
0, 1/2

}
を使うことによって,

次が得られていた

(∗) L(f, 1)

Ω(f)
=

1

5
.

一方で, Example 6.1.より, Λf はType 1であることが分かったので, (ω1, ω2) =
(2x, x+ iy)となり

ω1 = Ω(f) = 5L(f, 1)
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が分かる. ここで, Example 5.1.で計算した n = 16までのフーリエ係数 anと上
の Proposition 6.4.を使って, L(f, 1)を近似計算すると

L(f, 1) ∼ 2 ·
{1
1
· (0.15) + −2

2
· (0.15)2 + −1

3
· (0.15)3 + 2

4
· (0.15)4

+
1

5
· (0.15)5 + 2

6
· (0.15)6 + −2

7
· (0.15)7 + 0

8
· (0.15)8

+
−2
9
· (0.15)9 + −2

10
· (0.15)10 + 1

11
· (0.15)11 + −2

12
· (0.15)12

+
4

13
· (0.15)13 + 4

14
· (0.15)14 + −1

15
· (0.15)15 + −4

16
· (0.15)16

}
=0.2538418608559 · · · (但し, e−2π/

√
11を 0.15として計算)

となり, 急速に収束しているのが分かる. よって, 最終的には, 次のように, 実周
期の近似値が得られることになる

ω1 = Ω(f) ∼ 1.269209304279 · · · .

一般のとき

ここでは, L(f, 1) = 0のときや, 虚周期を計算するために, 2次指標χを使って,
L(f, 1)の variation L(f ⊗ χ, 1)を考える. lをレベルN を割らない奇素数とし, χ
を lを法とした 2次指標とする. つまり, χ(·) = (·/l) (ルジャンドル記号)とする.
このとき

(f ⊗ χ) =
∞∑
n=1

χ(n)ane
2πinz ∈ S2(Nl2)

とし, さらに, L-関数の variationを次で定義する

L(f ⊗ χ, s) = (2π)sΓ(s)−1

∫ i∞

0

(−iz)s(f ⊗ χ)(z)
dz

z
.

Proposition 6.4.の variationとして, 次の表示が得られ, 近似計算で強力なツール
となる.

Proposition 6.7. χ(−N) = −ϵN のとき, L(f ⊗ χ, 1)は次のような表示を持つ

L(f ⊗ χ, 1) = 2
∞∑
n=1

χ(n)an
n

e−2πn/l
√
N .

次に, L(f ⊗ χ, 1)と周期とを結びつけて, L(f, 1)/Ω(f) = n(p, f)/2(1 + p− ap)

の variationを考えたい. まず, γl =
∑l−1

k=0 χ(k)
{
0, k/l

}
とおき, f との周期 ⟨γl, f⟩

を P (l, f)と書く. このとき, 簡単な計算により

P (l, f) =
√
χ(−1)l · L(f ⊗ χ, 1)

が成立する. ∗-作用素に対して, (γl)
∗ = χ(−1)γlがなりたつので, χ(−1) = ±1で

場合分けを実行する.
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ア). xの決定 (χ(−1) = 1のとき)

このとき, χ(−1) = 1より, (γl)
∗ = γlとなるので, γl ∈ H+(N)が分かる. よっ

て, P (l, f)は実周期Ω0(f)の整数倍になり, 結局, m+(l, f)x (m+(l, f)は整数) と
いう形になる. つまり, m+(l, f)が non-zeroならば, xは以下のようにして, 求め
ることができる

x =
√
l
L(f ⊗ χ, 1)

m+(l, f)
=

P (l, f)

m+(l, f)
.

イ). yの決定 (χ(−1) = −1のとき)

このとき, χ(−1) = −1より, (γl)
∗ = −γlとなるので, γl ∈ H−(N)が分かる. 上

と同様の理由により, ある整数m−(l, f)が存在して, P (l, f) = m−(l, f)yiと書け
ることになる. つまり, m−(l, f)が non-zeroならば, yは以下のようにして, 求め
ることができる

y =
√
l
L(f ⊗ χ, 1)

m−(l, f)
=

P (l, f)

im−(l, f)
.

Remark 6.8. f のレベルN が perfect squareでないときは, Murty-Murtyの結
果より, m+(l, f)もm−(l, f)も non-zeroとなる素数 lが存在することは保証され
ている. しかし, N が perfect squareのときは, 関数等式の符号により, どちらか
一方は常に 0になる. 実際, N = 49のときには, 常に, m−(l, f) = 0となり, yを
求めることはできない ([C, Appedix, Example 4: N=49]を参照). このため, レベ
ルN が perfect squareのときは, 前小節の direct methodを使うしかない.

Example 6.9. (Example 6.6.の続き)

modular曲線 X0(11)のホモロジーは H1(X0(11),Q) ≃ H(11) ≃ ⟨A,B⟩で与
えられており, さらに, Example 6.6.において, H+(11)の生成元 Aを使うこと
によって, 実周期 ω1 を求めた. ここでは, 虚周期 y (i.e. ω2) を求めるために,
l ≡ 3 (mod 4)となる素数 lを使って, 上のイ).の方法で yを求めたい. 奇素数 lと
して, l = 3をとれば,

γ3 =
{
0,

1

3

}
−
{
0,
−1
3

}
= (3)− (−3) = −A+ 2B ̸= 0

となり, m−(3, f) ̸= 0が分かるので, イ).の方法が使える. 整数m−(3, f)を求め
るには, 上の γ3をH−(11) = H(11)/H+(11)に射影し, H−(11)の生成元の何倍
になっているかを見ればよい. H+(11) ≃ ⟨A⟩だったので, 明らかに, B の係数
2がm−(3, f)になりそうだが, きちんと式を書いて求めることにする. 上のサイ
クル γ3は縦ベクトル t(−1, 2)であらわされ, 横ベクトル v− = (0, 1)との内積が
m−(3, f)を与え, 実際に, m−(3, f) = 2となる. よって, 上のイ).より, 次の式が
得られる

y =
1

2i
P (3, f) =

√
3

2
L(f ⊗ 3, 1).
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後はProposition 6.7.と n = 16までのフーリエ係数 anを使って, L(f ⊗ 3, 1)の近
似値を求めれば

L(f ⊗ 3, 1) ∼ 2 ·
{
1 · 1

1
· (0.53)− 1 · −2

2
· (0.53)2 + 0 · −1

3
· (0.53)3

+1 · 2
4
· (0.53)4 − 1 · 1

5
· (0.53)5 + 0 · 2

6
· (0.53)6

+1 · −2
7
· (0.53)7 − 1 · 0

8
· (0.53)8 + 0 · −2

9
· (0.53)9

+1 · −2
10
· (0.53)10 − 1 · 1

11
· (0.53)11 + 0 · −2

12
· (0.53)12

+1 · 4
13
· (0.53)13 − 1 · 4

14
· (0.53)14 + 0 · −1

15
· (0.53)15

+1 · −4
16
· (0.53)16

}
=1.6845 · · · (但し, e−2π/3

√
11を 0.53として計算)

となり, y ∼ 1.4588 · · · が分かる. 周期格子Λf はType 1だったので, ω2 = x+ yi
となり, その値は

ω2 ∼ 0.634604652139 · · ·+ 1.4588 · · · i

で与えられることが分かった.

♡ xと yの計算の仕方 (indirect method)

L(f, 1)/Ω(f)の値は 5章で求めたので, L(f, 1) ̸= 0ならば, L(f, 1)をある程度
の数のフーリエ係数 anを使って, 近似計算し, そこから, 実周期Ω(f)の近似値が
得られた. 一般には, うまく奇素数 lを選んで, L(f ⊗ l, 1)の近似計算を行うこと
で, 実周期も虚周期も求めることができた.

♣ 周期格子Λfの計算の仕方 (まとめ)

I. ∗-作用素の行列表示を求め, 固有値が ±1の左固有ベクトル v±を計算する.
これによって, Λf のTypeを決定する.

Type 1 =⇒ ω1 = 2x, ω2 = x+ yiがΛf の基底

Type 2 =⇒ ω1 = x, ω2 = yiがΛf の基底

II. xと yの決定は L-関数を使わない direct methodか, L-関数を使う indirect
methodによる. ともに, 積分を e−nk型の級数で表示し, ある程度の数のフーリエ
係数から, 近似値を求めるというものである.

7. 楕円曲線Ef の方程式の決定

この章では, 6章で計算した周期格子Λf を用いることで, 楕円曲線Ef = C/Λf

の方程式を決定する.
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不変量 c4と c6 (∈ Z)

まず, ω1/ω2あるいは ω2/ω1のどちらかは上半平面の元になり, それを τ とお
く. 次に, 上半平面上の変換によって, τ が | ℜ(τ) |≤ 1/2かつ | τ |≥ 1となるよ
うに動かせるので, はじめから, τ がこの領域に含まれているとする. このとき,
q = e2πiτ とおき, 不変量 c4(= 12g2)と c6(= 216g3)を次のように定める

c4 =
(2π
ω2

)4
(
1 + 240

∞∑
n=1

n3qn

1− qn

)
, c6 =

(2π
ω2

)6
(
1− 504

∞∑
n=1

n5qn

1− qn

)
.

このとき, | q |< 0.005より, これらの収束はかなりはやいと言える. Ef はQ上定
義されているので, c4と c6は有理数であることが分かる. さらに,強く, Edixhoven
の結果により, これらは整数になることが分かっている. よって, c4と c6に対し
て, 十分に精度の高い近似値を与えれば, その整数を見当付けることができる. さ
らに, c4と c6は導手N の楕円曲線の不変量であるので

(1) c34 − c26 = 1728∆. ここで, ∆ (判別式)はN で割り切れる整数,

(2) 5以上の素数 pでNを割り切るものに対して p | c4 ⇐⇒ p | c6 ⇐⇒ p2 | N,

(3) c6 ̸≡ 9 (mod 27),

(4) c6 ≡ −1 (mod 4), or c4 ≡ 0 (mod 16)かつ c6 ≡ 0, 8 (mod 32)のどちらか

などの条件を満たし, これらから絞り込むことが可能である.

Efの方程式の決定

[a1, a2, a3, a4, a6]によって, 楕円曲線Ef : y2+a1xy+a3y = x3+a2x
2+a4x+a6

をあらわすものとする. このとき, c4, c6とこれらの係数との関係は

b2 = −c6 mod 12 ∈
{
−5, . . . , 6

}
;

b4 = (b22 − c4)/24;

b6 = (−b32 + 36b2b4 − c6)/216;

a1 = b2 mod 2 ∈
{
0, 1

}
;

a3 = b6 mod 2 ∈
{
0, 1

}
;

a2 = (b2 − a1)/4;

a4 = (b4 − a1a3)/2;

a6 = (b6 − a3)/4

で与えられるので, c4と c6から楕円曲線Ef を決定できる. 今までの計算の総ま
とめとして, レベル 11の rational newform f に付随する楕円曲線Ef の方程式を
求める.
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Example 7.1. （Example 6.9.の続き)

周期格子Λf = ⟨ω1, ω2⟩は, これまでの計算によって

ω1 ∼1.269209304279 · · ·
ω2 ∼0.634604652139 · · ·+ 1.4588 · · · i

で与えられることが分かっていた. これを c4, c6を与える式に代入すると c4 ∼
495.99, c6 ∼ 20008.09という近似値 (n = 16までのフーリエ係数 anだけで)が得
られ, ともに整数であることより

c4 = 496, c6 = 20008

であることが予想される. ちなみに, n = 100までのフーリエ係数 anだと c4 ∼
495.9999999999954, c6 ∼ 20008.0000000085となる. 実際に, この値で計算する
と, 導手 11の楕円曲線

y2 + y = x3 − x2 − 10x− 20

となり, これでEf の方程式が得られたことになる.

♣ 方程式Efの決定の仕方 (まとめ)

６章で得られたω1とω2の近似値から c4と c6の近似値を求める. Edixhovenの
結果より c4と c6は整数なので, この近似値より, 見当をつけ, それで計算し, 得
られる不変量が導手N の楕円曲線の不変量と矛盾しないかを確かめる.

総まとめ

1. M -sybmolで, 純代数的にホモロジーを決定する.

2. フーリエ係数 ap0 (p0が小さい素数)を手計算する.

3. L-関数を通して, 他の素数 pに対するフーリエ係数 apを決定する.

4. フーリエ係数で L-関数を近似して, 周期の近似値を求める.

5. 不変量 c4と c6 (整数になる) に周期を代入して, 見当をつける.
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